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Die partielle Integration

Herleitung:

f(x)=u(x)-v(x)
f/(x)=u’(x)-v(x)+u(x)-v/(x)

= u(x)-v(x)= J(u/(x) -v(x)+u(x)- v/(x))dx
= u(x)-v(x)= J.u/(x) -v(x)dx+ Ju(x)-v/(x)dx
= J.u(x) v/ (x)dx = u(x)- v(x)— J.u/(x) -v(x)dx

Beispiele:

1 Bestimmen Sie fur die Funktion f mit f(x)=x-e* mit D, =R das unbestimmte Integral.

J X gj dx=x-eX—J1-ede=x-ex—ex+C CeR
u(x) v/ (x)

2 Bestimmen Sie fiir die Funktion f mit f(x)=x"-e*"" mit D, =R das unbestimmte Integral.

J'Xz -emdx:xz-ex+1—j2x-ex+1dx:
o~ [

u(x) v/ (x) u(x) v/ (x)

=x’-e" - [er”l - IZ et dx} =x>- e —2xe™" +2e"'+C CeR

3 Bestimmen Sie flr die Funktion f mit f(x)=In(x) mit D, = ]O;oo[ das unbestimmte Integral.

Jln(x)~ 1 dx=|n(x)-x—Il-xdlen(x)-x—Jldlen(x)-x—x+C CeR
—— X

ux) V(%)

4 Bestimmen Sie fir die Funktion f mit f(x)=x-In(x) mit D, = ]O;oo[ das unbestimmte

Integral.

1 11 1 1
In(x)- x dx=In(x)-=x*— | =-=x*dx=In(x)-=x>— | =xdx =
finx)- x 0 2x == 0-2x = ]

ux) v (x)

1 1
=In(x)-=x’—=x"+C CeR
2 4
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Aufgaben:

1.0 Berechnen Sie die unbestimmten Integrale mithilfe der partiellen Integration.

1.1 _[x(x—l)“ dx 1.2 J(2x+5)(x+2)8dx 1.3 _|.2x-e*X dx

1.4 jzx2 -e*dx 1.5 sz In(x)dx 16 dex
X

1.7jx2-(1—|n(x))dx 1.8j(ex2—2)-|n(x)dx 1.9jx—3xdx
e

2.0 In einem Skigebiet soll eine Skisprungschanze fiir die kleinen Skifahrer aus Schnee
errichtet werden. Der Funktionsterm h(s)=0,25s:In(s) gibt im Intervall 56[1;2]

die H6he der Schanze in Abhangigkeit von der Lange s der Schanze an
(Angaben in m).

2.1 Zeichnen Sie den Graphen von h im Intervall ]0;3] und markieren Sie dort die

Skisprungschanze.
2.2 Berechnen Sie die Querschnittsflache der Schanze.

2.3 Ermitteln Sie, wie viel kg Neuschnee fiir die Sprungschanze geliefert werden muss,

k
wenn diese 10 Meter breit werden soll (Dichte p,_ . :150—g3 ).

3.0 Zum Hochwasserschutz eines Ortes an der Kiiste ist als eine TeilmaBnahme das
Aufschitten eines 1 km langen Deichs aus Erde geplant. Der Querschnitt von
diesem wird durch denjenigen Teil des Graphen der reellen Funktion f mit

f(x)= 4(%—1)4{1—2] beschrieben, der oberhalb der x-Achse liegt.

Alle Einheiten sind dabei in m angegeben. Runden Sie gegebenenfalls auf
zwei Nachkommastellen.

3.1 Bestimmen Sie die Definitionsmenge von f sowie die Breite des Deichs.

3.2 Berechnen Sie die maximale Hohe des Deichs.

2
x—5
3.3 Zeigen Sie, dass die Funktion F(x)= (T)(Zln(l—gj—l] eine Stammfunktion

3,16

von f ist. Berechnen Sie damit I f(x)dx und interpretieren Sie den Wert im
0

Sinne der vorliegenden Thematik.
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2
4.0 Gegeben ist die Funktion h:XH2,25'|:|n(X)j| mit ihrer maximalen Definitionsmenge

D, = R™. Der Graph von h wird mit G, bezeichnet. (Abitur 2024 All)

4.1 Zeigen Sie mithilfe partieller Integration, dass die Funktion H mit

H(x):2,25-x-[ln(x)}2 —4,5-x-|n(x)+ 4,5-x und D, =R" eine Stammfunktion von h ist.

4.2.0 Nun wird zusatzlich die Funktion
s mit der Definitionsmenge

D, =[1;12] und der Gleichung

s(x) =1,5- In(x) betrachtet. Es

gilt also [S(X):r =h(x) fr alle
xeD_. Der Graph von s wird mit

GS bezeichnet. Ldsst man GS um

die x-Achse rotieren, entsteht ein
Rotationskorper (siehe neben-
stehende Abbildung), welcher als
Modell fir den Kelch eines Saftglases dient. Die Koordinaten der Punkte sind
Langenangaben in der Einheit Zentimeter. Auf die Mitflihrung der Einheiten kann
bei den folgenden Rechnungen verzichtet werden. Runden Sie lhre Ergebnisse
auf zwei Nachkommastellen.

4.2.1 Die VolumenmaRzahl V des obigen Rotationskdrpers kann mit dem Integral
12
2
V:n--[[s(x)} dx berechnet werden. Zeigen Sie rechnerisch, dass das Saftglas ein
1

maximales Flissigkeitsvolumen von ca. 257 ml aufnehmen kann.

4.2.2 Die Standflache des Saftglases soll kreisformig sein und den gleichen Durchmesser
wie die Querschnittsflache des Rotationskorpers fiir x = 12 haben. Ermitteln Sie die
Malzahl des Flacheninhalts dieser Standflache.

e 1,
/‘U 01 12[X

Standflache

Jochen Weber
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Lésungen:

1 1 1 1
1.1 jui)(x—1)4dx:x-g(x—l)s—Jl-g(x—l)sdx:x-g(x—l)s—5(x—1)6+c CeR
v/ (x)
1.2 j(2x+5)(x+2)8dx:(2x+5)%(x+2)9—jzé(xu)gdx=(2x+5)%(x+2)9—4i5(x+2)1°+c CeR

%/_/%,_/
u(x) v/(x)

1.3 J.Z_WX-Sde=2x~(—e_x)—jZ~(—e_X)dx=2x'(—e_x)—2~e_x =—2e™(x+1)+C CeR

u(x) v/(x)
1 1
1.4 IZXZ-e3xdx:2x2-(——e3XJ—J4X~[——e3X]dx=
SS == 3 = 3
ulx) v/ (x) u(x)
v/ (x)
1 1 1 2 4
=2x"+| —=e™ |-| 4x-=e”® —J.4-—e3 =—=x-e¥-——xe¥-—-e¥+C CeR
3 9 9

1SIX In(x)dx——x -In(x)— _[ x> —dx—gx In(x)——x +C CeR
Vi wa

16J|n( )dx Ix In(x)dx——x ‘In(x)— J( )ldx=

Vi X

:——-In(x)+J‘x‘zdx:——‘ln(x)——+C CeR
X X X

1.7 J [1 I(n)(x)]dx-%f-(1—In(x))—j§x3-(—§]dx—

:éx3 -(1—In(x))+-|%x2dx:§x3 -(1—In(x))+éx3 +C CeR

1.8 j(6x 2) In(x)dx:(2x3—2x)-ln(x)—j(2x3—ZX)-%dxz
o W

=(2x*>—2x])-In(x)— | (2x* =2 jdx ={2x> = 2x}-In(x)— Ex3—2x +C CeR
3
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X
1.9 J—dXZJXa-eXdX=X3-eX—J3X2- exdx:x3-ex—[3x2-ex—J6x-exdx]:
o AR o =
u(x) v/(x) u(x) v/ (x)
=x3-ex—3x2-ex+J§VL(-g:dx=x3~ex—3x2‘ex+6x-eX—J6-exdx=
u(x) vqx)

=x>-e"—3x*-e*+6x-e"—6-e*+C CeR

2.1
Ah(s) inm
1t Gh
0,51
sinm
'l lI 'l 'l >
0 , 1 1,5 2 2,5 3
-0,51
2.2

2

f 1, 1,1
A:JO,ZSS-In(s)ds: =S -In(s)—J—s —ds | =
1 /() T(;T 8 18 S 1

2

Lo nts— 1 26 s | 2/ 2 mierLe | =L@ - Lana- L )
—{gs In(s) ![;stl [85 In(s) 165 l (2 In(2) 4) (8 In(1) 16)

1 1 1 1 3
==.In(2)-=+—==In2)-—=0,16m"
2 4 16 2 16

23 m =0,16-10-150=240kg

Neuschnee

3.1
Definitionsmenge:

1—§>0 =x<5 =D, = |-o;5]

Breite des Deichs:

(53

=1) 2-1=0 =(x=5)gD 2) In[1-2 |=0 =1-2=1 =x=0
5 5 5

=>Der Deich ist 5 m breit.
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3.2

/(x)=4- 1.|n(1_§]+[§_1j.i.[_lj =4.[1.|n(1_§j+1]
5 5 5 1_5 5 5 5) 5

5

1 1
f(x)=0 ==n| 1-2 |+2=0 =In|1-2|=-1 =1-X—e? = x=5-5¢7~3,16
5 5] 5 5 5

Skizze von f/ :

= x=3,16 Maximum
Da f im Definitionsbereich nur ein Extremum (Maximum) besitzt, tritt in diesem
Bereich keine weitere Anderung des Monotonieverhaltens auf
= X = 3,16 absolutes Maximum
f(3,16)=1,47
Die maximale Hohe des Deichs betragt 1,47 m.
3.3

F/(X)=1-2-(x—5)-[2In[1—§j—1j+(x_5) 2. 1 .(_Ej:
5 5 5 X 5
5

:%-(X—S)- 2In| 1-= |-1 —%-(x—s)-

2 X 2 4 X
= (e=5)| 2In| 1= |1 +g-(x—5)=E-(X—S)-In(l—glz

= F ist eine Stammfunktion von f.
3,16

Tf(x)dx = 7()(_55) -(Zln(l—g]—lj ~ —2,03—(—5) ~2,97

0
0

Der Fliacheninhalt des Querschnitts des Deichs bis zum hdchsten Punkt betragt 2,97 m”.
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4.1

jﬁ-[ln(x)ﬁpz,zsx-[ln(x)T —j(2,25x-2|n(x)-%]dx=

V) T

v

=205 ()] - 45 |n(x)dx:z,25x.[|n(x)]z_[4,5X.|n(x)_ j4,5x.§dx}:

/)%f—‘

()
=2,25x- [ ( )(} ) —4,5x%- In(x) I4,5dx:2,25x-[ln(x)]z—4,5x-|n(x)+4,5x+C

42.1

V= n-lfh(x)dx: n-[Z,ZSx-[In(x)T —4,5%In(x)+ 4,5><I2 -
:n-[(2,25-12-[|n(12”2 ~4,5:12.In(12)+ 4,5-12)—
(2,25-1-[In(1)}2—4,5-1-In(1)+4,5-1ﬂ=

:R-KZT[In(lZ)T —54-In(12)+54j—(4,5)}zn-82,03z257,72 cm® > 257 ml

Das Saftglas kann ein maximales Flissigkeitsvolumen von ca. 257 ml aufnehmen.

4.2.2
—2.
AStandeéche_r T

d=2:5(12)=2-1,5In(12)=3-In(12)

Standflache

2
—A =(1,5-|n(12)) T~ 43,65



